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Capitolul 1
ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA.
MULTIMI DE NUMERE

1.1. Multimi

Multimea este o colectie de obiecte distincte. Obiectele mulfimii se numesc ele-
mente. Multimile se noteazi cu literele mari ale alfabetului. O multime poate fi datd
prin enumerarea elementelor sale sau specificAnd anumite proprietdfi pe care le au
doar aceste elemente. Dacd a apartine 4, notim a € 4. fn caz contrar a ¢ 4.

Definitii. 1. incluziunea: A — B dac pentru orice element a € 4 avem a € B;

2. egalitatea: 4 =B dacd 4 C Bsi B A.

Operatii cu multimi

1. reuniunea: 4 U B={x|x € Asaux € B};

2. intersectia: A " B={x|x € Asix € B};

3. diferenta: A —B={x|x € 4,x ¢ B};

4. complementara: daci A c E, Cgd = E — 4;

5. produs cartezian: A x B= {(a, b) |a € 4, b € B}.

Definitii. 3. Multimea pdrtilor unei multimi nevide 4 este multimea:

PA)={X|Xc4}.
4. Daci A este o multime finitd, numarul elementelor lui 4 se numeste
cardinalul multimii 4 (notat cu card 4).

Teorema 1. Daci card 4 = n e N, atunci card 9°(4) = 2".

Teorema 2. Daci card 4 = m, card B =n, m, n € N, atunci card (4 x B) = mn.

Teorema 3. Relatia de incluziune are proprietatile:

a) reflexivi: 4 < 4;

b) antisimetrici: 4 ¢ B,Bc A = A= B;

¢) tranzitivi: A cB,Bc C=>A4cC.

Teorema 4. Relatia de egalitate are proprietatile:

a) reflexivitate: 4 = 4;

b) simetrie: A =B = B =4,

¢) tranzitivi: 4 =B, B=C=4=C.

Teorema 5. Operatiile cu multimi au urmatoarele proprietéti:

a) comutativitatea: 4 U B=BUA;ANB=BnN A;

b) asociativitate: (A U B) U C=4UBUC);ANB)NC=ANBNC):

c) independentd: ANA=A4,ANA=A4;

AUVD=4; AN D=0.



d) distributivitatea reuniunii (intersectiei) fatd de intersectie (reuniune):
AV BNCO=AUB) N (A4 u ),
AnBuO=AnB)uA4n(C).
¢) reuniunea (intersectia) are proprietatea de absorbtie fatd de intersectie (reuniune):
AN((AvuB)=4;
AvuAnB)=A.
f) pentru orice multime Bc 4 avem A W B=A4;4A " B=B.
g) Legile lui Morgan: pentru orice A £, B E avem C € (4 W B) = CgA N CgB;
CE(A M B) = CEA ) CEB.
h) Dacd 4 c E, avem Cg(Cgd) = A; CeE =D, CeJ =E.
i) Produsul cartezian este distributiv fati de intersectie, reuniune, diferenta:
AxBUC)=AxB)uAxC);;(AUuB)xC=(A4xC)yu(BxC(),
AxBNO=UAXxB)NAxxClANB)xC=AxCyn (B x O
AxB-CO)=(AxB)—(AxC);(A-B)x C=(Ax C)y—(Bx QC).
j) card (4 U B) = card 4 + card B — card (4 N B).

Probleme rezolvate

1. Principiul includerii si excluderii. Fie 4, B, C multimi finite. Demonstrati ca:

a) card(4 U B) = card 4 + card B — card(4 N B);

b) card(4 w B U C) =card 4 + card B + card C — card(4 n B) — card(4 n C) —
—card(B N C)+ card(d " BN C).
Solutie. a) Fie card A = m, card B =n. Daci A N B =J, avem card(4 N B) = card & =
=0=>cardd "B)=m+n=card 4 +card B. Daci A "B = J,incelem+n=
= card 4 + card B elemente, elementele comune au fost luate de doud ori, o dati in Aﬁi
alta data in B. Pentru a obtine card(4  B), din m + n se scade card(4 " B).
b) card(4 U B U C) = card((4 v B) v C) = card(4 W B) + card C — card((4 v B) N
N C)=card A +card B+ card C—card(4d N B) —card[(A " C) (BN C)]=card 4 +
+ card B + card C — card(4 n B) — card(4 n C) — card(B n C) + card(4 N B n C).

2. Demonstrati cd pentru orice multimi 4 si B avem (2 (4) v P (B)) c #? (4 U B).
Solutie. Fie X = P (4) U & (B). Atunci, daci M € X, avem M € P (4) sau M € & (B)
sideci Mc A sau M c B. Rezulti ca M — (4 W B) sideci M € 2? (4 U B).

Observatie. Demonstrati cd 9P (4)w P (B)=P (AU B)dacd A — Bsau B 4.
Intr-adevir, daci 4 c B =4 U B =B §i P (4) = P (B), deci Avem P (4) U P (B) =
=P (B)=2(4 v B). Analog avem ,,=” pentru B < A. Presupunem c¢d 4 # Bsi B ¢ A4,
adicdexistia e A—Bsibe B—A. Fie M={a,b}. Avem Mc (AU B),Mec (4 B)
siMe P(4)u P (B).

3. Determinati card 4, unde 4 = {(a, b) € Z x Z | |a| + |b| < 8}.
Solutie. Avem |a| + |b|=n € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Pentru n = 0 avem solutia (0, 0),
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lar pentrum = Z-ayem solutiile (04.7), (0,~7), (7, 0), (=7, 0). Pentru 1 < 1 < 6 avem in
fiecare caz cate 4z solutii. Atunci obtinemcard 4=1+4+4.(1+2+ ... +6)=113.

4. Fie multimile A = {57 =3 (n e N'}, B= {10m + 2 | m € N}. Demonstrati ca B < 4
sicad ez B.

Solutiee n =2k+ 1 =5n—-3=52k+1)-3=10k+2=Bc 4. Avem5-2 -3
=7e Asi7 ¢ BsideciA ¢ B.

I

5. Determinati card 4, unde 4= {x e@

n +3
X=———.,n€el, ln|<50%.
n+n

Solutie. Punem conditia de existentd: n* + n =0 = n e Z' — {-1}, 1] < 50. Determi-
m +3 3 p+3

namm, p € 72— {1}, |m| <50, p <50, m < p Si < (m— p)mp —

m+m’ pi+p
—3m—3p—3)=0.Cumm # p, avem doar (m — 3)(p — 3) = 12. Obtinem (m — 3, p — e
€ {(-12, 1), (=6, -2), (-4, -3), (1, 12), (2, 6), 3, 4) = (m, p) € {(-9, 2), (-3, 1),
(2,15),(5,9),(6,7)}. Atuncicard 4 = (50 - 2+ 1) -2 — 5 = 94.

Probleme propuse

1. Determinati multimile 4 si B, stiind ci: -
a)AuUB=1{1,2,3,4,5}; byAnB={1,2};
c)5¢ (4-B), d) card 4 > card B.

2. Fie multimea 4 = {1, 2, 3, ..., 20}. Determinati doua multimi B si C cu proprietitile
B U C=4,Bn C=(, suma elementelor lui B este egald cu suma elementelor Iui C

in cazurile:
a) card B =6; card C = 14; b)card B=7, card C=13.

3. Determinati multimile 4 formate din trei numere naturale stiind ci pentru orice
x,yed,xzy,avem | +x—yp e A.

4. Determinati multimile 4 formate din 4 numere naturale stiind ci pentru orice
x,yed,xzy,avem 1l +x—ye 4. ‘

5. Fie multimea 4, = {1,2, 3, ..., n},unde n € {5, 6, 8, 9}. Demonstrati cd existd mul-
timile B,, Cy, D, C A», disjuncte doud céte doud astfel incat s(B,) = s(C,) = 5(Dy), unde
s(M) este suma elementelor lui M.

6. Fie 4,={1,2,3, ...,n},unde n € {5, 6, 8, 9}. Determinati cel mai mic element al
multimii 4, astfel incét S(4,) = 36.

7. Determinati cel mai mic numar de numere care trebuic scoase din multimea 4 =
=1{1,2,3,...,9, 10} astfel incat multimea rimasi si poatd fi impartita in doud sub-
multimi disjuncte B si C in care produsele clementelor lor si fie numere egale.
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8. Dati-exemplu de treimultimi 4, B si C cu proprietitile 4 =B U C, BN C =, card
B'=3,p(B)=p(C), unde p(M) inseamna produsul elementelor lui M.

9. Rezolvati problema 8 in cazul 4 = {1, 2, 3, ..., 35}.

10. Agezati pe un cerc toate numerele de la 1 la 16 astfel incit suma oricaror doud nu-
mere vecine sd fie numdr prim.

11. Determinati multimile 4, B, C daca:
a)AuB=1{1,2,3,4,5,6};
b)4—(4n B)={6};
c)B-(BnA4)={1,3}.

12. Determinati multimile 4, B, C daca:
a)AuBUC={1,2,3,4,5,6,7,8,9};
b)4 N B =,
c) Cc B;
d)4-C={1,3,7};
e)B-C={5,9}.

13. Rezolvati urmitoarele ecuatii:
a){l,2} uX={1,2,3}
b)A-X)u(X-4)={1,2,3},unde 4 = {1, 2};
)A-X)uX-4)={1,4,5},unde 4= {1, 2, 3}.

14. Fie a, b € N" si multimile 4 = {2a + 2}, B={b, 2a+ 1}. In ce conditii avem:

a) card (4 U B) =2; b) card (4 U B) =3; c) card (4 U B) =4,
15. Fie multimea 4 — N, avand proprietatile:
)2e€ 4,3 4, i)xedA=3x-1 € 4; i)x+tled=xec4d
a) Determinati inci 5 elemente din 4.
b) Determinati 4.

16. Determinati card (4 M B) daci:
card (4 U B) =201; card (4 — B) = 100 si card (B — 4) = 96.

17. Determinati card 4 in cazurile:

a)Az{aeN*

b n’,ne N} ,unde b= (22— 1)(3* = 1)...(99* - 1);
a

b) A= {E 0,aa(b)+0,bb(a) = (03(6))2};

¢) A= {n e N| 13 divide pe 2" + 3"}.

18. Fie multimile 4 si B avand cite doud elemente. Céte elemente pot avea multimile:
a)AnNB; ‘ b)A U B?

19. Fie multimile 4 = {x=11n+8 |n € Z}, B= {x=4n|n € Z}. Determinati 4 N B.
6



20, Fie multimile 4 = {x o=’ -4, n'e Z}'B= {x | x=n’ + 4, n € Z}. Determinai
multimea AN B.

19 . . .
> folosind o proprietate caracteristica a

21. Definiti multimea 4 = { ,%,g,

W | =

elementelor sale.

22. Determinati numarul submultimilor X = {x, y, z, ¢} ale multimii 4 = {1,2,3, ...,
50} cu proprietatea x +y =z + ¢ = 50.

23. Determinati multimile 4 — R formate din 3 elemente cu proprietatea ca daca x € 4,

A
atunci —— sil+x e 4. -
x

24. Fie multimea 4 = {0, 4, 8, 12, ...} = N. Determinati cel mai mic element al sirului,
astfel incat suma cifrelor sale si fie 36.

25. Determinati multimile nevide 4 R cu proprietitile:
a) A are cel mult 5 elemente;

1
b) dacix € 4, atunci — € 451 (1l —x) € 4.
x

1.2. Multimea numerelor reale

N={0,1,2,3,...},N'={1,2,3, ..}
Rezolvarea unor ecuatii de forma a +x =b, a> b, a dus la considerarea multimii
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}. Rezolvarea unor ecuatii de formabx=a,a,b €

€ Z, cu(a, b) # 1, a condus la considerarea multimii Q = {%|a,b eZ,b+# 0} .

Definitia 1. Fractiile %,% cua,b,c,deZ,b#0,d=+0, se numesc echivalente

daca ad = bc. Multimea tuturor fractiilor lor echivalente cu o fractie daté, se numeste
numir rational. Avem N c Z c Q.

Teorema 1. Adunarea si inmultirea pe multimile N, Z, Q au proprietatile:

1) comutativitate: a + b=b+a;a-b=b-a;

2) asociativitate: (a+b)+c=a+ (b +c); (ab) - c=a - (bc);

3) 0 este element neutru pentru adunare: a+0=0+a=a;

4) 1 este element neutru pentru fnmultire: a-1=1-a=a;

5) orice element g € Q sau a € Z are un opus (notatca—a) : a+(—a)=0;

. . _ 1
6) orice element a € Q" are un invers (notat cu g 'sau —):a-a'=1;
a

7) inmultirea este distributiva fatd de adunare: a - (b +¢) =ab + ac.

7



Observatii:

a)-in N doar 0 are opus (pe-0).

b) In N un singur element este inversabil (1). Inversul lui 1 este 1.

¢) in Z, elementele inversabile sunt 1 si— 1. Avem (-1)'=1.

Definitia 2. Spunem cé a > b daci existd ¢ > 0 astfel incat a = b + ¢; spunem ca
a > b daca existd ¢ > 0 astfel incAta = b + c.

8) Trichotomie. Pentru orice a, b € Q avem a > b saua =b sau b > q;

9) Axioma lui Arhimede. Pentru orice doud numere naturale a, b, a > 0, exista

n € N astfel Incita - n> b (se ia nz[é}rl)
a

® Orice fractie ordinard se transforma in fractie zecimald aplicand algoritmul de
impdrtire a numerelor naturale;

o fractie zecimala periodica simpla (ap € N, a1, az, ...a, cifre)
aa,..a,

99..9 °
e
n cifre

ao(a,a2...an) = ay +

» fractie zecimala periodicd mixtd (ao € N, a1, as, ..., an, b1, bo, ..., by, cifre)

aa,..abb,..b, —aa,..a,

999...900...0
—_——_—

Ay, a,0,..a,(bb,..b,)=a, +

m n
Teorema 2. Orice numdr rational se reprezinti sub forma unei fractii zecimale finite
sau a unei fractii zecimale infinite periodice cu perioada diferitd de 9.
Rezolvarea ecuatiilor de forma x* = p, p numir prim, x € Q, imposibilitatea compa-
rarii unor lungimi din geometrie (diagonala cu latura pétratului, lungimea cercului cu
diametrul sdu) au condus la considerarea multimii numerelor irationale. L

Avem QN1 =, QU I =R (observatie: I nu este notatie consacrati).
AvemNcZcQcR;TcR.

Exemple de numere irationale: /p , p numir prim; .

Axa numerelor reale este o dreapta pe care s-au fixat: originea O, un sens pozitiv (de
la stdnga la dreapta) si o unitate de masura ([OA] — segment unitate, A la dreapta originii.
N B O 4 M
L | | | I VX
I ¥ I Ll T }
Xn -1 0 1 Xm

Fiecdrui numér real x,, > 0 i corespunde un punct unic M e (O4 astfel incat OM =
= X $1 reciproc.

Fiecdrui numér real x, < 0 ii corespunde un punct unic N € (OB astfel incat ON =
= |xn| = —xy si reciproc.

Definitia 3. Avem x> xy dacd M= N sau M este la dreapta lui V.



Definitia 4. Fie o, b = Ro. Avem a > b dacd exista ¢ > 0 astfel incat b = a + c. Avem
a>b daci'exista e> 0 astfel incat b=a +c.

Observatie. Orice numir irational se reprezintd ca un numdr zecimal cu o infinitate
de zecimale care nu se succed periodic. Exemplu: 2,13133133313333......

Teorema 3. intre doud numere reale existd cel putin un numdr rational si cel putin
un numdr irational.

Teorema 4. Relatia ,,<” (respectiv ,,>) este o relatie de ordine pe R, adicé are urma-
toarele proprietati:

a) reflexivitate: a < a, V a € R;

b) antisimetrie: a<b,b<a=>a=b;

¢) tranzitivitate: a < b, b<c = a=c.

Teorema 5. Relatia ,,<” (respectiv ,,>”) are doar proprietatea de tranzitivitate.
O relatie reflexivi, antisimetrica si tranzitiva se numeste relatie de ordine. O relatie
reflexivi, simetrici si tranzitivd se numeste relatie de echivalenta.

Teorema 6. Adunarea si inmultirea pe R are aceleasi proprietiti ca adunarea si in-
multirea pe Q (Teorema 1).

Definitia 5. Definim sciderea si impartirea astfel:

1 x
a)a—b=a+(-b),VabekR; b)a:b=a-5:%,‘v’aeR,VbeRA
Definitia 6. Fiea e R, n e N*. Definima”"=a-a-....a; 0" =0.

n factori
0° este operatie fara sens.
1
a b
Teorema 7. Puterile cu exponent intreg ale numerelor reale au proprietatile:

a)(ab)”=a”-b",‘v’a,beR*,VneZ;

- * * . i
Daciae R ,n e N, definima™ =

b

+ o ¥ 7
Od"-d'=a""VaecRkR ,Vmneli,

&) (@) =a", Vaeck YmneZ,
eya":d"=a""Vae R, VmnelZ;
Teorema 8. Pentru orice a, b, ¢ € K, avem:
a)a’ — b =(a+b)a—b);b)(a+ bY = £ 2ab + b*;
¢)(ax by =d*£3ab +3ab’ + b’
d)a®— b =(a—b)a* +ab+ b,
eya' — b =(a+b)a* —ab+b),
0 (a+b+cyY=a>+b+c*+2ab+ 2ac+2be.
Teorema 9. Legatura dintre relatia de ordine si operatiile de adunare si inmultire pe
R se face prin urmatoarele proprietati:
aA)a<bh,ceR=atc<b+c bya<b c<d=a+c<b+d,

b) [gj :Z—H,Va,beR*,Vm,neZ;
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c)a<bh,c20='ac< be, da<b,c<0=ac>bc

e)0<a§b,0<csd:>acﬁbd§iﬁsé.
c

Probleme rezolvate

1.Fiea,b,c e R". Ince conditii avem a+l=b+l=c+l?
c a
) . 1 1 b-c c—a
Solutie. Din a+—=b+—=a—-b=——(1). Analog avem b—c = 2),a-c=
b c bc ac

= bb—_a (3). inmul;ind relatiile, rezultd (@ — b)(b — c)(c — a) - a*b*c® = (b - c)(c — a)(a — b),
C

deunde a=b=csau (’abc)2 =1.
2.Fiea, b, c € R. Demonstrati ci @’ + b* + ¢ > 3abc, daci a, b, ¢ > 0.

Solutie. Avem a® + b + ¢ — 3abc = %(a +b+)(a-bY+(b-ci+(c—a)]20.

. . b 3
3. Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ca a + + ¢ -
b+c c+a a+ b 2"

Solu;ie.Avem( a +1j+( b +1)+( c +1j22<:>
b+c a+c a+b 2

1 1 1 )
<:>(a+b+0)[ —t jzg (*).Fiex=b+cy=ctaz=atbx+y+tz=
b+c c+a a+b) 2

(@+ b+ c) si relatia (*) devine A:(x+y+z)(l+l+l)29<:>3+(£+XJ+
Xy z y

z

1
2

(Lij [ j>9 Cum Z+2 220 (y-z2>0,avem A 23+2+2+2=9,
z X y z

Probleme propuse
Demonstrati inegalititile:
lL.a>a" " a>1,neN".
2.8°<d" ', ae(0,1),neN".
3. (@ -b"Wd"-b")20,0<a<b,mneN.,
4.2+ +c*>ab+bc+ca, ab,ceR.

5.3(a2+b2+c2)2(a+b+c)223(ab+bc+ca), a,b,ceR.
10



1 1
6. = =%
(I+a)> (I+b)" 1+ab

, a>0,b>0,ab>1.

7.83+b*>abla+b), a,b=0.

2 p? +bY
8.9—+b—2(a ) ca,beR x>0,y>0.
Xy X+y

g 4, b ¢ larbto)

a,b,c>0,x,y,z>0.
X y z ax+bytcz

b

a’ b* ¢’ >a+b+c

10. + + >
b+c a+c a+b 2
aZ 2 2
11. —+—+—>a+b+c.

b ¢ a

12.Fiea, b € R, a+ b =4. Aritati cd a*+ b*>32.
13.Fiea, b e R,a+b>2. Arataticia® + b* 2 2.

14. Fie a, b, ¢ > 0, astfel incat @ + 2b + 3¢ = 14. Demonstrati cd a” + b* + ¢* < 14.

3 3

15. Fie a > 0, b > 0. Sa se demonstreze inegalitatea % + L >a® +b°.
a

16. Fie a, b, c € [1, 3]. Ardtatica: (a+ b +¢) +3 -£l+%+ljS12.
a [

2 2
17.Fiea>0,b>0,a+ b= 1. Aritati ca: (a+lj +(b+%) 22—25.

d

P 2

4 v

+ +
a+2b+2c¢ 2a+b+2¢ 2a+2b+c

18. Fie a, b, ¢ > 0. Aratati ca > % ;

19. Fie x > 0, y > 0. Demonstrati ca:

8, 5

+y +
a) x>+ > xp(x +y); b) 2x & zzx Y
X +xy+y 3

11



1.3. Partea intreaga si partea fractionara
a unui numar real. Aproximari

Definitii. Partea intreagd a unui numar real x (notatd cu [x]) este cel mai mare nu-
mdr intreg cel mult egal cux: [x]=n € Z, astfel incAt n<x<n+ 1.

Exemple: [2,43] = 2; [-2, 43] =-3.

Partea fractionard a numarului real x este {x} = x — [x].

Proprietitile ale partii intregi a unui numir real:

a)[x]<x<[x]+1,VxeR;

byx—-1<[x]<x,VxeR;

Oxl=x<xeZ;

dx+ml=[x]tmVxeR VmeZ,

)]+ DI<x+yl<[x]+D]+1,Vx,yeR.

Proprietitile ale partii fractionare a unui numir real:

A 0<{x}<,VxeR;

b) {x} =x<x < (0, 1);

) {x}=0=VxeZz

d){x+m}={x},VxeR, VmelZ

Definitii. 1. Fie numdrul real pozitiv a = ao,a1a,...ax... . Aproximdrile sale cu n ze-
cimale sunt numere rationale, astfel:

e prin lipsd: 4, = ag,a1a...a,;

e prin adaos: a, = ao,a1a;...a, + 107"

Avem d/, <a<a!,VneN,

2. Fie numirul real negativ a = ag,a1az...ay... . Aproximirile sale cu »n zecimale
sunt numere rationale, astfel:

e prin lipsd: a, = ag,a1a2...a,— 107",

e prin adaos: a, = ag,a1az...0n.

Avem d, <a<dl,VneN.

Probleme rezolvate

1. Determinafi partea intreaga si partea fractionard a numerelor:

a) 3,12; b) —6,29; o) V2-1; d) 3 -3.
Solutie. a) [3,12] = 3; {3,12} = 0,12; b) [-6,29] =-7; {~6,29} =x — [x] = 6,29 + 7 =
=0,71; 0)0<2-1<1=[V2-1]=0;{V2-1}=v2-1;d) V3 -3 e (2,-) =

= [3-3)=2{B-3}=B3-3-(2)=31.
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2. Demonstrati ca:
1
a)[x+tn]=[x|tnVxeR, Vnel, b)x]+ [)H_E} =[2x],VxekR.
Solutie.a) Dacix e [m,m+ 1), meZ=>x+nemtnm+ntl)y[x+n]=m+

—n—[x]+n;b)FieA=[x]+{er%]B:[Zx],x:n-i-a,neZ,oce[0,1).Avem
. 1 1 1 1 1 )
n=kxl,a={xi;Daec |0, - | =>k=nx+—=n+a+—,0+—e|—,1|si2x=
2 2 2 2 |2
1 . 1
=2n+20ce[2n,2n+1):>{x+5}=n,[2x]—2rz:>A:B;11)Dacéote [5']J:>
1 1 1 1
3[x]=n,x+5=n+(x+ze n+l,n+1+5 ,2x =2n + 20 € 2n+1,2n+5 ,

1 . )
X+EJ =n+1,[2x]=2n+1siavem = 4 = B=2n+ 1. Cum n a fost luat arbitrar,
L

rezultd cd identitatea b) este valabild pentru orice x € E.

= ,x e K.

3. Rezolvati ecuatia {x + 4} _x+3

x+4 x+4 4n+l

3

. Cum

Solutie. Notam [ } =n € Z. Avem XTH:ncx:4n—3,

x+4 . 4n+1
3 =n, rezulti n <

1,13

<ntlo-1<n<2<ne{-1,0,1} =>xe {7,

4. Rezolvati ecuatia [x]+ {x + %} + {x + %} =[2x+1}.

Solutie. Membrul stang este [3x] (din inegalitatea lui Hermite). Notand [3x] = [2x + 1] =

— n n+l n—-1 n . .. L. . .
=nelZ= xe 3: 73 M D) . Ecuatia are solutii daci si numai daca:

. - .. o M— . 1
1)ﬁ£n 1<n_+1 sauu)ﬁsz<n—+1 sauul}n 1££<E saulv)lq—ﬁn+ ntl
3 2 3 32 3 2 3 2 3 2 3
Obtinem »n € {0, 1,2, 3,4}. Dacan=0= xe[O, %jr{—%, OJ = Dacan=1=

= x€ l,% M 0,l = l,l .Dacan=2= x¢c %,1 . Dacan=3= xe 1,i .
33 2 32 3 3

Dacin=4= xe g,éj.Avem xe l,l u{%,i i,é .
23 3°2) [32 23

13

C



. . 2x°
5. Rezolvati ecuatia { 5 } FO(
x°+1

e N ’ 1 2x
Solutie. x = 0 este solutie. Fie x € N'. Avem 23 =2- e(l,2)=> { 2x } =

41 x*+1 x°+1

=1. Atunci 4 = {0, 1}.

Probleme propuse

1. Scrieti aproximdrile zecimale prin lipsa si prin adaos cu » zecimale, unde n € {0, 1,
2, 3} pentru numerele:
a) 3,24375; b) —2,4689; c) 2,(36); d)-3,(435); e)4,12(7);

1 4 7
—5,63(26); 3=; h-12—; i) —; j) —2,000003.
f) (26);  g) 37 ) Uy )

125°

2. Ordonati crescitor numerele:
a) 1,(23); 1,23; 1,2(3); 1,23(4); 1,2(34);
b) -2,1(4); —2,15; -2,145; -2,1(43); -2,14(5).

3. Demonstrati c&.
)x20<[x]20; b)x<0 < [x]<0; c) [[x11= [x].

4. Demonstrati ca pentru orice x € R avem inegalitatile echivalente:
a)[x]<x<[x]+1; ix—1<[x]<x.

5. Demonstrati ca pentru orice x € R si m € Z avem:
A x<m<[x] <m; bym<xom<[x]; cym<x<m<[x].

6. Fie x, y € R, astfel Incat [x] = [y]. Demonstrati ci |x — y| < 1. Reciproca este adeva-
rata?

7.Fie x,y € R, astfel incét {x} = {y}. Demonstrati cix—y € Z.

8. Demonstrati ¢i pentru orice x € R au loc relatiile:

_ —[x], dacax e Z _ _[0xez .
3| X]_{—[x]—l‘, dacixeR-Z’ bl X]+[X]_{—l,xeR—Z’
c) [=x] <—x]; ) d) [-x] < x < x].

9. Demonstrati cd pentru orice x, y € R au loc inegalititile:

Q) [x] + D)<ty <]+ D]+ 1L b) [xX]-D]-1<[x—y]<[x]-Dl;

10. Fie x, y € R. Demonstrati ca:
)x20,y20= [xy]2[x]-[y]; b)x<0,y<0=[x]-[yI<[x]- Dl;
)y<0<x=1 [y <]} i) [x]- [p]<-Ix-y]; iii) [x] - [-v] <-Ix] - ]
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11. Fiex< R, n e N'. Atunci au loc inegalitatile:
af < [, v 0:
b) [x]" < [x"], ¥V x £ 0, n impar;
) [x]"=[x"], V x£0, npar.

12, Demonstrati ca:

a) {l}=[a]<:>a=i1; b)[n]t[-n]=0<=nel
a
Rezolvati ecuatiile:
1. 2x+1 _ 4 i4. x+5 =x+4.
3 2 3

15. 3x+4 :x+1l 16. -x-3 :x+1
L7 2 . 3 4

N 2x+1}:2x—1_ 18, | 31| 3x+1
L 3 2 | 2 2

19, | 2= 1} {2“1} 20, | x- 14| x+t]=ax 2
L 5 5 I 3

X}
21. [[x[] = lIx]]. 22, x=—1.
[*]

23.x - [x] = {x}. 24, [x + [x]] = |x + [x]}.
[x— (2 — -

25, | X 1 N 2x+1 4 26. 2x-1 N 6x—1 _{6.\%]]:3_
L 3 6 . 2 6 6
! 1

27. x—z}—{x+2}=[2x]. 28. x——j| [x] [ }=[2x+1].

29, 2x_1}=x+1. 30. 2”1:{)@.

L 3 . 3
3L {3x—1}22. 3. x+l.‘: x+2 .
2 3 L 2 | 3

33. Determinati partea fractionard a numarului a, unde:

a)a—1+1+1+ +l ,neN; b)a=L+ I +..+ I ,neN".
2 27 2" 1-3 24 n(n+2)

34. Determinati partea intreagé a numérului g, unde:

1 1
NN \/§+x/_ T dn

15

b) a:1+i+i+...+— neN .

22 32 22

a)a=



1.4. Modulul unui numar real

e ) —x, x<0

Definitie: Pentru orice x € R avem |x‘ = .
x, x20

Proprietétile modulului numerelor reale
Pentru orice x, y € R, a > 0, avem:
D=20,x>0=x#0,[x=0<x=0; 2) |- x| =, =7 =
3) |x| = max(-x, x); 4) eyl < Ixf + s
5) =yl <[+ Dl; 6) byl = x| - l;

x|
=17 »#0; 8) I = Ml < lx =5

vl |y
9) Il = Wil < b + 10) x| <a=—a<x<a
1) x|<a<—-a<x<a 12) x| >a <= x<—asaux>a;

13) x| 2a<>x<—asaux>a.

Definitie: Modulul sau valoarea absoluts a numarului real x este distanta de la ori-
gine la punctul de abscisi x.

Exemple: 2| = 04=2; A A N O
-1|=0B=1. -3 2 -1 2 3 5

Observatie: Fie M(x), N(y) puncte pe axa numerelor. Atunci distanta de la M la N
este MN =[x —y| =y —x|.

Exemple: MN = |5 -3|=2; MO =|5—-(-2)|=7; NO =13 — (-3)| = 6 (sau NQ =
=|-3-3|=06).

Probleme rezolvate

1. Determinati ca pentru orice a, b € R au loc inegalitatile:

a)la + b| < la| + |b| (inegalitatea triunghiului);

b) |la| — |b]| < la - b].
Solutie.a)1)a=20,b20=a+b20sila+b|=a+b=|a|l + |b| (avem egalitate);
11)a<0,b<0=a+b<0sila+b|=—(a+b)=(-a)+(-b)=|a + |b| (avem egalita-
te);
m)az0,b<0=la>a,bj=-b.Dacia+b>20=|a+b=a+b<a=|a <|a|+ bl
Dacia+b<0=la+bl=—a—b=—a+|b <|b<|b|l+lal;iv)a <0, b >0 analog cu iii);

a)
blal=la—b+bl=|(a—=b) +b] < |a—bj+|b|=lal ~|b <|a—b](1);|p| = |b~a+al=

2
=lb-a)+al <|b—al+a=b|—|a<|b—al=|a—b](2).Din(1)si(2) = |la| —|b|| <
<la—b|.

2. Rezolvati geometric ecuatia [x — 3| + [x — 2| = 5.

Solutie. Fie x —3=0,x +2 =0. Avem x = 3, ? 0 ]}4 4 >
respectiv x = 2. Fie 4(3), B(-2), M(x). -2 x! 3

16



